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似然函数

似然性（likelihood）和概率（possibility）同样可以表示事件发生的可能性大小，但是两者有很大区别：

• 概率：是在已知参数 𝜃的情况下，发生观测结果 𝑥可能性大小。
• 似然性：从观测结果 𝑥出发，分布函数的参数 𝜃的可能性大小。

似然函数如下：

L(𝜃|𝑥) = 𝑝(𝑥|𝜃)

其中：𝑥已知，𝜃未知。若对于两个参数 𝜃1和 𝜃2 ，有：

L(𝜃1|𝑥) = 𝑝(𝑥|𝜃1) > 𝑝(𝑥|𝜃2) = L(𝜃2|𝑥)

那么意味着 𝜃 = 𝜃1的时候，随机变量𝑋 生成 𝑥的概率大于当参数 𝜃 = 𝜃2 。这也正是似然函数的意义所在。

若观测数据为 𝑥 ，那么 𝜃1比 𝜃2更有可能是分布函数的参数。
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最大似然估计

最大似然函数的思想在于，对于给定观测数据 𝑥 ，希望能反推出所有参数 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑘中找出能最大概率生

成观测数据的参数 𝜃∗作为估计结果。即，被估计的参数 𝜃∗应该满足：

L(𝜃∗|𝑥) = 𝑝(𝑥|𝜃∗) > 𝑝(𝑥|𝜃) = L(𝜃|𝑥), 𝜃 = 𝜃1, ..., 𝜃𝑘

在实际运算中，将待估参数 𝜃作为变量，计算生成观测数据 𝑥的概率函数 𝑝(𝑥|𝜃) ，并通过求导找到最大概率
函数的参数即可：

𝜃∗ = argmax
𝜃

𝑝(𝑥|𝜃)

离散型随机变量的最大似然估计

在参数 𝜃下，分布函数随机取到 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛的概率为：

𝑃(𝑋|𝜃) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑝(𝑥𝑖; 𝜃)

构造似然函数：

L(𝜃|𝑋) = 𝑝(𝑋|𝜃) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑝(𝑥𝑖; 𝜃)

似然函数是一个关于 𝜃的函数，要找到最大概率生成 𝑥的参数，即需要找到 L(𝜃|𝑥)取最大值时的 𝜃。此时需
要对其求导：

𝑑
𝑑𝜃L(𝜃|𝑥) = 0

因为很一般情况下式子是累积形式 (独立同分布)，所以可借助对数函数简化问题：

𝑑
𝑑𝜃 ln(L(𝜃|𝑥)) = 0

上式通常称作对数似然方程。如果包含多个参数 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑘，则可对多个参数分别求导联立方程组。
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高斯分布下的最大似然函数

假设样本符合高斯分布，即𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)，其中 𝜇为均值，𝜎为方差。𝑥1, 𝑥2, ...𝑥𝑛 为来自𝑋 的一组观察
值，求 𝜇和 𝜎的最大似然估计。

𝑋的概率密度函数：

𝑓(𝑥; 𝜇, 𝜎) = 1√
2𝜋𝜎 exp−(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2

观察值 𝑥1, 𝑥2, ...𝑥𝑛的似然函数为：

L(𝜃|𝑋) =
𝑛

∏
𝑖=1

1√
2𝜋𝜎 exp−(𝑥𝑖 − 𝜇)2

2𝜎2

ln L(𝜃|𝑋) = −𝑛 ln
√

2𝜋𝜎 − 1
2𝜎2

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜇)2

对其求导得：

𝑑
𝑑𝜇 ln L(𝜃|𝑋) = 1

2𝜎2

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜇) = 0

𝑑
𝑑𝜎 ln L(𝜃|𝑋) = −𝑛

𝜎 + 1
𝜎3

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜇)2 = 0

最后求解得：

𝜇 = ̄𝑥

𝜎2 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜇)2
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