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二分类问题

逻辑回归的原理是用逻辑函数把线性回归的结果 (−∞, +∞)映射到 (0, 1)。逻辑函数（sigmoid function）：

𝑔(𝑧) = 1
1 + 𝑒−𝑧

对 sigmoid函数求导可得（求解的时候用）：

𝑔′(𝑧) = ( 1
1 + 𝑒−𝑥 )

′
= ( 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1)
′

= 𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1) − 𝑒2𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2

= 𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2

= 1
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 𝑔(𝑧) (1 − 𝑔(𝑧))

对预测结果定义如下：

• 正例：𝑝(𝑦 = 1|𝑥) = 𝑔(𝑤T𝑥) = 1
1+𝑒−𝑤T𝑥
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• 反例：𝑝(𝑦 = 0|𝑥) = 1 − 𝑔(𝑤T𝑥) = 𝑒−𝑤T𝑥

1+𝑒−𝑤T𝑥

将两个式子合并成一个，即：

𝑝(𝑦|𝑥) = 𝑝𝑦
1𝑝1−𝑦

0

利用最大似然函数：

𝑤∗ = argmax
𝑤

ln 𝑝(𝑌 |𝑋)

= argmax
𝑤

ln
𝑛

∏
𝑖=1

𝑝(𝑦𝑖|𝑥𝑖)

= argmax
𝑤

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 ln 𝑝1 + (1 − 𝑦𝑖) ln 𝑝0)

= argmax
𝑤

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 ln 𝑔(𝑤T𝑥𝑖) + (1 − 𝑦𝑖) ln (1 − 𝑔(𝑤T𝑥𝑖)))

所以，逻辑回归的损失函数可定义为：

J(𝑤) = − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 ln 𝑔(𝑤T𝑥𝑖) + (1 − 𝑦𝑖) ln (1 − 𝑔(𝑤T𝑥𝑖)))

其中 𝑔(𝑧) = 1
1+𝑒−𝑧。从上式可看出，其实逻辑回归的表达式是交叉熵 (cross entropy)。

对损失函数进行求导：

𝜕J(𝑤)
𝜕𝑤𝑗

= − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

[𝑦𝑖
1

𝑔(𝑧) − (1 − 𝑦𝑖)
1

1 − 𝑔(𝑧)] 𝜕𝑔(𝑧)
𝜕𝑤𝑗

= − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

[ 𝑦𝑖 − 𝑔(𝑧)
𝑔(𝑧) (1 − 𝑔(𝑧))] 𝜕𝑔(𝑧)

𝜕𝑤𝑗

= − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑔(𝑧)) 𝑥𝑖𝑗

= 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑔(𝑧) − 𝑦𝑖) 𝑥𝑖𝑗

由上式子和线性回归 𝑤更新相比，仅仅是多了一个 sigmoid变换。

非矩阵形式权值更新如下：

𝑤𝑗 ∶= 𝑤𝑗 − 𝛼 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑔(𝑤T𝑥𝑖) − 𝑦𝑖) 𝑥𝑖𝑗
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矩阵形式权值更新如下：

𝑤 ∶= 𝑤 − 𝛼 1
𝑛X

T(𝑔 (X𝑤) − 𝑦)

多分类问题

非矩阵化

多分类问题就要用到 softmax函数，在人工神经网络一节中已经推导得出结论：

𝛿𝑞 = 𝜕𝐿
𝜕𝑧𝑞

=
⎧{
⎨{⎩

𝑦𝑞𝑎𝑝, 𝑝 ≠ 𝑞
𝑦𝑞(𝑎𝑝 − 1), 𝑝 = 𝑞

特别注意，在 softmax中系数 𝑤为一个矩阵，形状为 (分类个数 k, 特征 m)。𝑤更新如下：

𝜕𝐿
𝑤𝑖𝑗

= 𝜕𝐿
𝜕𝑎𝑗

𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧𝑗

𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑤𝑖𝑗

= 𝛿𝑗𝑥𝑗

其中 𝑖为 𝑤的行数，𝑗为输出层的神经元序数。

矩阵化

𝜕𝐿
𝑤𝑖𝑗

= 𝜕𝐿
𝜕𝑎𝑗

𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧𝑗

𝜕𝑧𝑗
𝜕𝑤𝑖𝑗

= 𝛿𝑗𝑥𝑗

矩阵化表示：

1. x.shape=(n,m)

2. w.shape=(k,m)，𝑧 = 𝑤𝑥T的形状为 (k,n)

3. z.shape=(k,n),损失求平均 z.shape=(k,1)

更新公式：

𝑤 ∶= 𝑤 − 𝛿𝑥T
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