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在数字特征之方差的时候有一个假设说，当𝑋, 𝑌 相互独立的时候：𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌 )，否则
𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌 ) − 2𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]}。为了研究两个变量不独立的情况，即两
变量会存在某种关系，所以就有必要研究下𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]}。统计学家将这一指标定义为协
方差（Covariance）

协方差的定义如下：

𝐶𝑜𝑣 = 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]} = 𝐸(𝑋𝑌 ) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌 )

上式有点类似方差的公式：𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋)

协方差的主要目的是评价𝑋, 𝑌 的关系，进一步来讲是线性关系。但是该指标有量纲，比如变量𝑋 代表重量
（𝑘𝑔），变量 𝑌 代表长度（𝑚），那么协方差的单位为 𝑘𝑔 ⋅ 𝑚，在根据某个指标描述相关关系的时候往往将其最
大值设置为 1，这样更容易建立出感性的认识，所以引出了相关系数（Correlation coefficient）这一概念。其

中皮尔逊相关系数最为出名：

𝜌 = 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌 )
𝐷(𝑋)𝐷(𝑌 )
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协方差的性质

• 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑋) = 𝐷(𝑋)
• 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌 ) = 𝐶𝑜𝑣(𝑌 , 𝑋)
• 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑐) = 0
• 𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋, 𝑏𝑌 ) = 𝑎𝑏𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌 )
• 𝐶𝑜𝑣(𝑋1 + 𝑋2, 𝑌 ) = 𝐶𝑜𝑣(𝑋1, 𝑌 ) + 𝐶𝑜𝑣(𝑋2, 𝑌 )

相关系数的性质

• |𝜌| ≤ 1
• |𝜌| = 1的充要条件是存在常数 𝑎, 𝑏，使 𝑃{𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋} = 1。也就是说当𝑋, 𝑌 的样本点都在一条
直线的时候 |𝜌| = 1

• |𝜌| = 0时𝑋, 𝑌 相互独立，即问题回到了最初

相关 or独立

• 独立：没有关系，是完完全全不存在任何关系

• 不相关：没有线性关系。相关不相关是在线性系统中对变量的描述，范围更小

没有关系（独立）一定也没有线性关系，但是没有线性关系不一定没有关系。
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