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在观察两个（或多个）变量时只有一个标准，就是定义：𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦} = 𝑃{𝑋 = 𝑥}𝑃{𝑌 =
𝑦}

对于离散型变量

假设随机变量 (𝑋, 𝑌 )具有分布律：𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦} = 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+𝑦−2, 0 < 𝑝 < 1，其中 𝑥, 𝑦均为正整
数，问𝑋, 𝑌 是否独立。

𝑋的边缘分布如下：

𝑃{𝑋 = 𝑥} = 𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 1} + 𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 2} + ⋯ + 𝑃{𝑋 = 𝑥, 𝑌 = +∞}
= 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+1−2 + 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+2−2 + ⋯ + 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+∞−2

=
+∞
∑
𝑦=1

𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+𝑦−2

= 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥−2
+∞
∑
𝑦=1

(1 − 𝑝)𝑦

= 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥−2 1 − 𝑝
𝑝

= 𝑝(1 − 𝑝)𝑥−1

注意，此处有个等比数列的小结论：
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+∞
∑
𝑘=1

𝑥𝑘 = 𝑥
1 − 𝑥, 0 < 𝑥 < 1

根据对称性：

𝑃{𝑌 = 𝑦} = 𝑝(1 − 𝑝)𝑦−1

综上：

𝑃{𝑋 = 𝑥}𝑃{𝑌 = 𝑦} = 𝑝2(1 − 𝑝)𝑥+𝑦−2

即独立性得以证明。

对于连续型变量

假设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 )具有概率密度：

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

2𝑒−(2𝑥+𝑦), 𝑥 > 0, 𝑦 > 0
0, other

变量𝑋的边缘分布：

𝐹𝑋(𝑥) = ∫
+∞

0
2𝑒−(2𝑥+𝑦)𝑑𝑦 =

⎧{
⎨{⎩

2𝑒−2𝑥, 𝑥 > 0
0, other

同理，变量 𝑌 的边缘分布：

𝐹𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

0
2𝑒−(2𝑥+𝑦)𝑑𝑥 =

⎧{
⎨{⎩

𝑒−𝑦, 𝑦 > 0
0, other

两者相乘：

𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦) = 2𝑒−(2𝑥+𝑦)

综上可知 (𝑋, 𝑌 )相互独立。
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