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此章主要内容为向量空间的一些概念，为之后的线性方程组打下基础。建立起秩（也就是维数）的

概念即可。中文中的维数是一个很直观的叫法，维持不变的数，也暗示了维数是向量空间组的一

个固有性质这一概念。

向量组的几何意义

1. 线性组合表示的是向量的数乘和相加。

2. 向量能被向量组表示的原因：向量处于以向量组的极大线性无关组为基的线性子空间里面。向量在向

量组的子空间内就可以被表示，不在则不可以。打一个很简单的比方，你不能在一个二维平面上画出一

个三维的正方体。注意：向量组也是本身的子空间。

3. 如果两个向量线性相关，那么这两个向量必然在一条直线上；反之线性无关指的是不在一条直线。

4. 二维平面上，任意三个向量必然相关。

5. 向量组是否等价指的是两组向量组张成的空间是否相等。后面有具体公式表示，直观的理解就是两个

不相关的二维向量张成了二维空间，也就是说，在二维平面中，随便找出两组两个个不相关的二维向

量，都相互等价。

6. 最短的向量组实际就是极大无关组，极大无关组的元素的个数就是向量组的秩。

7. 通过初等变换后的向量的个数就是原 𝑛维向量组的秩。在整个变换过程中，每一步留下的向量组虽然
个数逐步减少，但是每一步向量组的秩却一直没有变，秩是个不变量，即秩是向量组的固有性质。

8. 秩就是维数。在中文中的维数挺有意思，维数维数就是 “维持不变的数”吧。
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向量空间的几何意义

1. 向量空间内的基本原则：相加和数乘都不可以超出空间。所以向量空间的标准定义如下：假设 𝑉 是 𝑛
维向量的集合，如果 𝑉 中的向量对加法和数乘两种运算封闭，即：

� 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 , � 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑉
� 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉 , � 𝑘𝑏 ∈ 𝑉

2. 什么是张成的空间？二维向量张成一个平面；三维向量张成如今这个大千世界。有一组很不直观的公式

如下：向量组 {𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛}张成的向量空间为 {𝑥1𝑎1, 𝑥2𝑎2, ..., 𝑥𝑛𝑎𝑛|𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 ∈ R}。
3. 向量本不依赖于坐标系，但为什么又要让其位于坐标系并有有个共同的原点呢？归根结底还是为了方

便运算。

4. 如果向量组 {𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛}线性无关，且在 𝑉 中任意一个向量都可以用该向量组表示，那么就撑该向
量组为空间 𝑉 的一个基。注意，并不一定互相垂直。

5. 基的意义：彼此都不线性相关，都有自己的独到之处，谁也不能代表自己。引入基的概念就是为了为向

量空间选择一个坐标系。

6. 标准单位向量组成的基叫做标准基。

7. 特别要注意，在谈论基这一概念时，要抛弃笛卡尔坐标系的思想，即垂直或投影的思想。基并不一定互

相垂直，互相垂直的基称之为正交基。

8. 对于整个线性代数而言，基是一个极其极其重要的概念，后续的矩阵变换本质上就是基变换。

9. 向量是不依托于坐标而存在，内积又是向量的一种运算，所以内积的值也不应该依托坐标系而存在。给

定向量后，内积的值便也已经确定，但当向量随着基变换而变换后，内积也应该做出相应的变换。也就

是说在基发生变换时，向量内积是依托基变换呈现一定的规律的，这一规律便是 Gram矩阵（内积度量

矩阵），即 𝑆 = 𝑃 𝑇 𝑃，其中 𝑃 为过度矩阵。
10. 标准正交基的好处就是特别容易计算投影。

11. 标准正交基可以由笛卡尔坐标向量进行镜像或者旋转得到无数的标准正交基，旋转矩阵为：

[cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

]

12. 任意基可否转换标准正交基？答案是肯定的，这就是施密特正交化，此处不做详细说明，了解即可。
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