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随机变量𝑋 的期望是 𝑎 = 𝐸(𝑋)，但是样本众多，不可能全部都一定恰好是 𝑎，所以就会有所偏
离，而描述这个『偏离』的程度便是方差。方差大偏离程度就大，反之小。

方差

方差的计算公式如下：

𝐷(𝑋) = 𝑉 𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2}

标准差为：𝜎(𝑋) = √𝐷(𝑋)。方差还有一种表达方式，在之后的计算的时候也经常使用这个公式：

𝐷(𝑋) = 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2}
= 𝐸[𝑋2 + 𝐸2(𝑋) − 2𝑋𝐸(𝑋)]
= 𝐸(𝑋2) + 𝐸2(𝑋) − 2𝐸(𝑋)𝐸(𝑋)
= 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋)
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还记得初中数学老师很感兴地说过这对公式：『差的平方的期望』等于『期望的平方的差』。

例子

0-1分布

𝑋2 0 1

P p 1-p

𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋)
= 𝑝 − 𝑝2

= 𝑝(1 − 𝑝)

泊松分布

已知泊松分布的期望𝐸(𝑋) = 𝜆，所以只需要求出𝐸(𝑋2)即可：

𝐸 (𝑋2) =
∞

∑
𝑘=0

𝑘2 𝜆𝑘𝑒−𝜆

𝑘!

=
∞

∑
𝑘=1

𝑘 𝜆𝑘𝑒−𝜆

(𝑘 − 1)!

=
∞

∑
𝑘=1

(𝑘 − 1 + 1) 𝜆𝑘𝑒−𝜆

(𝑘 − 1)!

=
∞

∑
𝑘=2

𝜆𝑘𝑒−𝜆

(𝑘 − 2)! +
∞

∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝑒𝜆

(𝑘 − 1)!

=
∞

∑
𝑘=2

𝜆𝑘𝑒−𝜆

(𝑘 − 2)! +
∞

∑
𝑘=0

𝜆𝑘+1𝑒−𝜆

𝑘!

=
∞

∑
𝑘=0

𝜆𝑘+2𝑒−𝜆

𝑘! +
∞

∑
𝑘=0

𝜆𝑘+1𝑒−𝜆

𝑘!

=
∞

∑
𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘! (𝜆2𝑒−𝜆 + 𝑒−𝜆)

= 𝜆2 + 𝜆

即：𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋) = 𝜆2 + 𝜆 − 𝜆2 = 𝜆
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均匀分布

均匀分布的期望 𝐸(𝑋) = 𝑏−𝑎
2 ，所以只需要求出 𝐸(𝑋2)即可，因为均匀分布是连续变量，所以就需要使用

微积分的算法了：

𝐸 (𝑋2) = ∫
𝑏

𝑎
𝑥2 1

𝑏 − 𝑎𝑑𝑥

= 1
𝑏 − 𝑎 ⋅ 1

3𝑥3|𝑏𝑎

= 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏
3

即均匀分布的方差为𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋) = 𝑎2+𝑎𝑏+𝑎𝑏
3 − ( 𝑏−𝑎

2 )2 = (𝑏−𝑎)2
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指数分布

已知泊松分布的期望𝐸(𝑋) = 𝜃，所以只需要求出𝐸(𝑋2)即可：

𝐸 (𝑋2) = ∫
+∞

0
𝑥2 1

𝜃𝑒− 𝑥
𝜃 𝑑𝑥

= 2𝜃2

即均匀分布的方差为𝐷(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋) = 2𝜃2 − 𝜃2 = 𝜃2

方差的性质

• 𝐷(𝐶) = 0
• 𝐷(𝐶 + 𝑋) = 𝐷(𝑋)
• 𝐷(𝐶𝑋) = 𝐶2𝐷(𝑋)
• 𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌 ) − 2𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸𝑌 ]}

特别的证明下最后一条性质：

𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐸{[𝑋 + 𝑌 − 𝐸(𝑋 + 𝑌 )]2}
= 𝐸{[𝑋 + 𝑌 − 𝐸(𝑋) − 𝐸(𝑌 )]2}
= 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋) + 𝑌 − 𝐸(𝑌 )]2}
= 𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)]2 + [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]2 − 2[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]}
= 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌 ) − 2𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]}
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其中对于 2𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]}：

𝐸{[𝑋 − 𝐸(𝑋)] ⋅ [𝑌 − 𝐸(𝑌 )]} = 𝐸[𝑋𝑌 − 𝐸(𝑋)𝑌 − 𝑋𝐸(𝑌 ) + 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌 )]
= 𝐸(𝑋𝑌 ) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌 ) − 𝐸(𝑋𝐸(𝑌 ) + 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌 )
= 𝐸(𝑋𝑌 ) − 𝐸(𝑋)(𝑌 )

即如果𝑋, 𝑌 相互独立，则𝐷(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷(𝑋) + 𝐷(𝑌 )
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