
数字特征之期望

Guangyao Zhao

2022-08-11

Contents

随机变量的期望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

0-1分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

泊松分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

均匀分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

指数分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

随机变量的函数的数学期望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

二维随机变量的函数期望 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

数学期望的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

分布时随机变量的概率性质最完整的刻画，它包含了随机变量的所有信息。而随机变量数字特征

则是侧重对随机变量某方面定量的描述。

比如我们要对一个事件有一个整体印象时，往往有一个最重要的指标，就是平均水准，比如某班

级的成绩，某一行业的收入。

至于成绩的分布和收入的分布，往往不一定是最重要的。期望衡量的是变量的平均水准，本质上

就是随机变量值和随机变量概率密度的乘积。

期望这一词出自于赌博，听起来太过于抽象，本不是恰当的名字，但在概率论中已经源远流长，就

这么使用了过来。
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随机变量的期望

公式

• 离散型：∑∞
𝑘=1 𝑥𝑘𝑝𝑘

• 连续型：∫+∞
−∞ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

例子

0-1分布

X 0 1

P p 1-p

𝐸(𝑋) = 0(1 − 𝑝) + 1 ⋅ 𝑝 = 𝑝

泊松分布

假设𝑋 ∼ 𝜋(𝜆)，求𝐸(𝑋)。

泊松分布律：

𝑝{𝑋 = 𝑘} = 𝜆𝑘 ⋅ 𝑒−𝜆

𝑘!
接下来计算𝐸(𝑋)：

𝐸(𝑋) =
+∞
∑
𝑘=0

𝑘𝜆𝑘 ⋅ 𝑒−𝜆

𝑘!

= 𝜆𝑒−𝜆
+∞
∑
𝑘=1

𝜆(𝑘−1)

(𝑘 − 1)!

= 𝜆𝑒−𝜆
+∞
∑
𝑘=1

𝜆𝑘

𝑘!

= 𝜆𝑒−𝜆𝑒𝜆

= 𝜆

泊松分布的期望就是 𝜆，即 𝑛𝑝。其实也很好理解，有一批产品的良品率是 𝑝，现有 𝑛个产品，求良品的期望，
明显就是 𝑛𝑝 = 𝜆。泊松分布本质就是二项式分布。
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均匀分布

假设𝑋 ∼ 𝑈(𝑎, 𝑏)，求𝐸(𝑋)

均匀分布的公式：

𝑓(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝑏−𝑎 , 𝑎 < 𝑥 < 𝑏
0, other

均匀分布的期望：

𝐸(𝑋) = ∫
𝑏

𝑎
𝑥 1

𝑏 − 𝑎𝑑𝑥 = 𝑏 + 𝑎
2

指数分布

某商店对某种家用电器的销售采用先使用后付款的方式。记寿命为𝑋 （以年计），规定：

• 𝑋 < 1，付款 1500元
• 𝑋 < 2，付款 2000元
• 𝑋 < 3，付款 3000元

假设寿命服从指数分布，概率密度：

𝑓(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
10𝑒− 𝑥

10 , 𝑥 > 0
0, 𝑥 ≤ 0

试求该商店一台家用电器收费 𝑌 的期望。

• 𝑃{𝑋 ≤ 1} = ∫1
−∞ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1 − 𝑒−0.1

• 𝑃{1 < 𝑋 ≤ 2} = ∫2
1 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒−0.1 − 𝑒−0.2

• 𝑃{2 < 𝑋 ≤ 3} = ∫3
2 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒−0.2 − 𝑒−0.3

• 𝑃{𝑋 > 3} = ∫+∞
3 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒−0.3

综上：𝐸(𝑌 ) = 1500 × (1 − 𝑒−0.1) + 2000 × (𝑒−0.1 − 𝑒−0.2) + 2500 × (𝑒−0.2 − 𝑒−0.3) + 3000 × 𝑒−0.3

指数分布本身是一种连续分布，在此处价格设置成了固定价格，所以看起来像离散分布。如果价格和年数有

一定的连续关系，则本例子的计算就需要用连续变量的计算方法。
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随机变量的函数的数学期望

随机变量的函数的数学期望类似于随机变量的分布，只是将变量 𝑥做了一次 𝑓(𝑥)变换，本质上这两件事是
一件事。直接替代即可，计算公式如下：

对于离散变量：

𝐸(𝑌 ) = 𝐸(𝑔(𝑋)) =
+∞
∑
𝑘=1

𝑔(𝑥𝑘)⏟
函数变换

𝑝𝑘

对于连续变量：

𝐸(𝑌 ) = 𝐸(𝑔(𝑋)) = ∫
+∞

−∞
𝑔(𝑥)⏟
函数变换

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

这个比较简单，就不举例了。

二维随机变量的函数期望

类似于一维随机变量的函数期望，公式如下：

离散变量，计算出二维随机变量的分布律后计算期望：

𝐸(𝑍) = 𝐸(𝑔(𝑋, 𝑌 )) =
+∞
∑
𝑖=1

+∞
∑
𝑗=1

𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)⏟
函数变换

𝑝𝑖𝑗

连续变量：

𝐸(𝑍) = 𝐸(𝑔(𝑋, 𝑌 )) = ∫
+∞

−∞
∫

+∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)⏟
函数变换

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

数学期望的性质

• 𝐸(𝐶) = 𝐶
• 𝐸(𝐶𝑋) = 𝐶𝐸(𝑋)
• 𝐸(𝑋 + 𝑌 ) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌 )
• 𝐸(𝑋𝑌 ) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌 )，𝑋, 𝑌 相互独立
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