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样本方差的无偏估计公式如下：

E [𝑆2] = E [ 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝑋̄)2] = E [ 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 ((𝑋𝑖 − 𝜇) − (𝑋̄ − 𝜇))2]
= E [ 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 ((𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2(𝑋̄ − 𝜇) (𝑋𝑖 − 𝜇) + (𝑋̄ − 𝜇)2)]

= E [ 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2
𝑛(𝑋̄ − 𝜇) ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇) + 1
𝑛(𝑋̄ − 𝜇)2 ∑𝑛

𝑖=1 1]
= E [ 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2

𝑛(𝑋̄ − 𝜇) ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇) + 1

𝑛(𝑋̄ − 𝜇)2 ⋅ 𝑛]
= E [ 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2

𝑛(𝑋̄ − 𝜇) ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇) + (𝑋̄ − 𝜇)2]

= E [ 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2
𝑛(𝑋̄ − 𝜇) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑋̄ − 𝜇) + (𝑋̄ − 𝜇)2]

= E [ 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − 2(𝑋̄ − 𝜇)2 + (𝑋̄ − 𝜇)2]
= E [ 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2 − (𝑋̄ − 𝜇)2]

= E [ 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝜇)2] − E [(𝑋̄ − 𝜇)2]
= 𝜎2 − E [(𝑋̄ − 𝜇)2]

所以只有样本均值和真值均值相等的时候，样本方差的均值才和真值方差相等。由于样本的随机性，样本均

值取值不一定，所以上式的 E [(𝑋̄ − 𝜇)2] (即样本期望的方差)可能并不为 0：
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𝐸(𝑋̄ − 𝜇)2 = 𝐸(𝑋̄ − 𝐸[𝑋̄])2 = var(𝑋̄)

= var(∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖
𝑛 )

= 1
𝑛2 var(

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖)

= 1
𝑛2

𝑛
∑
𝑖=1

var (𝑋𝑖)

= 𝑛𝜎2

𝑛2

= 𝜎2

𝑛
综上，方差的无偏估计为：

𝐸 [𝑆2] = 1
𝑛 − 1

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋̄)2 = 𝜎2

𝑛 − 1

但是当 𝑛大到一定程度的时候𝐸 [𝑆2]是整体方差的相合估计。
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