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定义

假设总体𝑋 的分布函数的形式已经知道，但一个或多个参数未知。借助于总体𝑋 的一个样本来估计总体未
知参数的值的问题，称之为参数的点估计问题。

• 已知：总体𝑋的分布函数的 𝐹(𝑥; 𝜃)的形式
• 未知：待估参数 𝜃

𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 是𝑋 的一个样本；𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛 是响应的样本值。在点估计中最常用的是矩估计和最大似

然估计。
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矩估计

样本的 𝑘阶矩依概率收敛于总体的 𝑘阶矩。即：

𝐴𝑘 = 𝐸(𝑋𝑘) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑘

• 总体中有几个未知参数，就建立几个方程。对于均匀分布有未知数 𝑎, 𝑏，所以需要 2个方程；对于求解
分布的 𝜇和 𝜎2时需要建立 2个方程。

• 常用公式：𝐸(𝑋2) = 𝐷(𝑋) + 𝐸2(𝑋)

例子 1

假设总体𝑋在 [𝑎, 𝑏]上服从均匀分布，试着求 𝑎, 𝑏的矩估计量。

因为有两个未知参数，所以需要两个方程式，即：

一阶矩：

𝐸(𝑋) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 = 𝑏 − 𝑎
2

二阶矩：

𝐸(𝑋2) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 = 𝐷(𝑋) + 𝐸2(𝑋) = 𝑏 − 𝑎

12 + (𝑏 − 𝑎
2 )

根据以上两个方程式即可求解出 𝑎, 𝑏：

̂𝑎 = �̄� − √ 3
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − �̄�)2�̂� = �̄� + √ 3
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − �̄�)2

例子 2

尝试求均值 𝜇和方差 𝜎2的矩估计量。

𝐴1 = 𝐸(𝑋) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 = �̄� = 𝜇𝐴2 = 𝐸(𝑋2) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 = 𝐷(𝑋) + 𝐸2(𝑋) = 𝜎2 + 𝜇2

求解得：
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̂𝜇 = �̄�𝜎2 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − �̄�)2

该结论适用于任意分布的数据集。

最大似然估计（Maximum Likelihood Estimation, MLE）

最大似然估计的思想很简单：在已知分布的前提下，既然抽样的时候抽到了样本值 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛，那么就

可以感性地认为这一组样本值的概率 𝐿(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛; 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑚)比较大（最大），因此可以求出一组
𝜃2, ..., 𝜃𝑚，使得概率 𝐿(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛; 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑚)最大。求解步骤（离散）如下：

写出似然函数：

𝐿(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛; 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑚) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑃{𝑋 = 𝑥1}

因为多个数相乘时，取对数时可以轻松地化简但单调性不变，所以对数似然更加方便。对似然函数两边取对

数，得到对数似然函数：

ln𝐿(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛; 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑚) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃{𝑋 = 𝑥1}

对每一个参数求偏导：

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝜕 ln𝐿(𝑥1,𝑥2,⋯,𝑥𝑛;𝜃1,𝜃2,⋯,𝜃𝑚)
𝜕𝜃1

= 0
𝜕 ln𝐿(𝑥1,𝑥2,⋯,𝑥𝑛;𝜃1,𝜃2,⋯,𝜃𝑚)

𝜕𝜃2
= 0

⋯
𝜕 ln𝐿(𝑥1,𝑥2,⋯,𝑥𝑛;𝜃1,𝜃2,⋯,𝜃𝑚)

𝜕𝜃𝑚
= 0

求解对数似然方程：

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝜃1 = 𝜃1(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)
𝜃2 = 𝜃2(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)
⋮
𝜃𝑚 = 𝜃𝑚(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

，则

⎧{{{
⎨{{{⎩

̂𝜃1 = 𝜃1 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)
̂𝜃2 = 𝜃2 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)

⋮
̂𝜃𝑚 = 𝜃𝑚 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛)
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矩估计 vs最大似然估计

• 矩估计：不需要知道总体分布，只要求各阶矩存在即可。但是精度差

• 最大似然估计：需要提前知道分布，计算繁琐。但是精度比矩估计高，应用也比其广泛

估计量的评选标准

无偏性（估计量和真实值尽量接近）

假设 ̂𝜃 = 𝜃(𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛)是 𝜃的估计量，若𝐸( ̂𝜃) = 𝜃，则称 ̂𝜃 = 𝜃(𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛)是 𝜃的无偏估计。

有效性（估计量和真实值的离散程度要小）

假设 ̂𝜃1, ̂𝜃2均为 𝜃的无偏估计，若𝐷( ̂𝜃1) < 𝐷( ̂𝜃2)，则称 ̂𝜃1比 ̂𝜃2有效。（注意前提）

相合性

相合性说的是虽然 ̂𝜃 ≠ 𝜃但是可依概率收敛于 𝜃时，就称作相合估计量。
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