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矩阵是整个线性代数的重中之重，占据了整个线性代数的一半内容。矩阵刻画的是向量之间的变

换关系，即将向量 𝑎经过矩阵 𝐴转换为向量 𝑏。变换后的向量可能仍在原向量空间，也可能被伸
缩。

矩阵的概念

1. 矩阵可以是一个简单的统计数表。比如现在有两个矩阵。矩阵 1和 2的第一列均为产品名称，之后的每

一列对应月销量。那么两个矩阵相加的意义就代表两年的各个月份产品销量之和。矩阵作为统计鼠标

的概念比较简单。

2. 还有一种是在机器学习广泛采用的形式，数表代表着样本。列为样本，行为样本特征。

3. 数表的矩阵是静态概念，无法深入展开，必须进入函数系数到线性映射的概念。即矩阵是向量和向量之

间的线性对应关系。这一概念非常重要。
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矩阵加法的意义

矩阵的加法比较直观，即为对应位置数值相加即可：

⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑐11 𝑐12 𝑐13

⎤
⎥⎥
⎦

+
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑐21 𝑐22 𝑐23

⎤
⎥⎥
⎦

+
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎31 𝑎32 𝑎33
𝑏31 𝑏32 𝑏33
𝑐31 𝑐32 𝑐33

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

⎤
⎥⎥
⎦

矩阵与向量的乘法的意义

对比向量的内积，矩阵向量乘法稍显复杂，如果第一次见的话可能完全不知所以然。其实本质上来说就是一

个向量组与一个向量的同时表示而已，本质上还是向量的内积。

矩阵与向量（矩阵）的乘法的意义深远，其代表着线性代数中的线性变化。线性变换又可以说是线性代数中核

心中的核心。它描绘的是矩阵是如何在向量空间中，甚至不拘泥于当前向量空间到更高或更低的空间中的千

变万化：

AB =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑏11
𝑏21
𝑏31

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + 𝑎13𝑏31
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 + 𝑎23𝑏31
𝑎31𝑏11 + 𝑎32𝑏21 + 𝑎33𝑏31

⎤
⎥⎥
⎦

矩阵与矩阵的乘法

从矩阵与矩阵的乘法是矩阵与向量的乘法的进一步推广，两个矩阵之间相乘的要求 𝑛 × 𝑚 × 𝑚 × 𝑘可以看
到矩阵乘法对两个矩阵的形状是有要求的，即矩阵 A的列要和矩阵 B的行数相等。其实本质就是多组向量间

的内积：

AB =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23
𝑏31 𝑏32 𝑏33

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + 𝑎13𝑏31 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 + 𝑎13𝑏32 𝑎11𝑏13 + 𝑎12𝑏23 + 𝑎13𝑏33
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 + 𝑎23𝑏31 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 + 𝑎23𝑏32 𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏23 + 𝑎23𝑏33
𝑎31𝑏11 + 𝑎32𝑏21 + 𝑎33𝑏31 𝑎31𝑏12 + 𝑎32𝑏22 + 𝑎33𝑏32 𝑎31𝑏13 + 𝑎12𝑏23 + 𝑎33𝑏33

⎤
⎥⎥
⎦
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任广千老师在书中用几何的方式形象的描绘了矩阵是两个坐标系之间的过渡或转换媒介，感兴趣的可以去阅

读下原文。这里需要注意的是矩阵在转换坐标系的时候不仅可以在原向量空间中转换，而且是可以伸缩原向

量空间。假设原向量空间时 3维：

1. 若转换前后向量空间不变，则矩阵形状为方阵，即 3 × 3
2. 若转换前后向量空间空间缩小为 2维，则矩阵形状为 2 × 3
3. 若转换前后向量空间空间扩大为 4维，则矩阵形状为 4 × 3

在向量组一章有提到旋转矩阵的概念，即旋转前后坐标系仍旧单位正交。这也是一种对向量的变换。旋转矩

阵的列向量表示逆时针旋转，行向量表示顺时针旋转。原则上大家都会使用列向量，所以我个人猜想这也是

和象限的顺序有某种关系吧。

矩阵与线性变换的几何意义

矩阵的初等变换有三个，分别代表不同的意义：

1. 镜像：行交换，𝑇 (𝑖, 𝑗)
2. 伸缩：某一行乘以一个非零系数 𝑘，𝑇 (𝑖(𝑘))
3. 切换：某一行乘以一个非零系数 𝑘加到另一行，𝑇 (𝑖, 𝑗(𝑘))

对于二阶单位矩阵 [1 0
0 1

]分别进行初等变化可得：

1. [0 1
1 0

]

2. [𝑘 0
0 1

]或者 [1 0
0 𝑘

]

3. [1 0
𝑘 1

]或者 [1 𝑘
0 1

]

三个变换代表着三个不同的变换，本质上还是针对基向量平行四边形的变换。任何一个可逆矩阵都可分解为

基本初等矩阵 (1), (2), (3)的乘积。

矩阵乘法运算律的几何意义

1. 既然矩阵代表着对向量对基的线性变化，那么矩阵的乘法就可视为对其连续变换。

2. 矩阵不满足交换律，即先后线性变换的意义不同。

3. 矩阵不满足消去律，即𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 不可想当然的化简为𝐴 = 𝐶。具体得说，当𝐶 是奇异矩阵（非满秩）
时不满足消去律，可逆矩阵（满秩）时满足。本质上类似于代数里的 𝑎𝑐 = 𝑏𝑐，当 𝑐 = 0时就不满足消去
律了。
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矩阵秩的几何意义

1. 我一直都特别喜欢线性代数中『秩』的翻译，秩就是秩序嘛。矩阵是一种线性变换，谈到线性变换又脱

离不了线性空间，那么矩阵的秩就自然而然代表了矩阵的线性空间，张成二维还是三维空间，是该矩阵

的一个固有能力，无论矩阵怎么进行初等变换，它的秩不变，还是维持矩阵内在的秩序。

2. 用数学术语描述秩：方阵里面，有几个行向量是多余的，就会有几个列向量是多余的。对于所有的矩阵，

不想管的行的数等于不相关的列的数，就是秩数。

3. 那么矩阵的秩对于线性变换又意味着什么呢？比如现有矩阵𝐴对 𝑛维向量 𝑣进行线性变换，无论 𝑛的
值是多少，变换后的维数都为矩阵 𝐴的秩数。矩阵是将向量 𝑣映射到更高维的空间还是更低维的空间
甚至说仍停留在原空间内，都是矩阵的秩数说了算。

矩阵特征值和特征向量的几何

1. 矩阵𝐴和一个向量 𝑎相乘，如果和一个数 𝜆和该向量相乘得到的结果一样，即𝐴𝑎 = 𝜆𝑎 ，则称 𝑎是矩
阵𝐴的特征向量，其中 𝜆是特征值。

2. 通俗地理解上面的表达就是，在矩阵对原线性空间变换时（牢牢记住，矩阵变换的对象永远都可以理解

为对原线性空间基向量的变换，向量是依托于基向量的啊），有些向量变换前后方向改变，大小不变；有

些向量变换前后方向改变大小不变；有些向量变换前后方向大小都会改变。对于上式子定义，矩阵𝐴对
某个向量 𝑎只进行了伸缩变化，伸缩率为 𝜆，也就是说经过矩阵𝐴线性变换后该向量的方向没变！再进
一步就可以说 𝑎描述的就是那些线性变换前后方向不变的向量：方向大小都不变的伸缩率为 1，方向不
变大小变的向量的伸缩率为 𝜆。由于该向量太特殊了，和原空间中的其它向量比具有很强的特征，所以
它便被称之为『特征向量』，伸缩率是描述特征向量的一个实数值，所以该伸缩率就被称之为『特征值』。

3. 实对称矩阵有一个非常好的性质，它的特征向量正交。

4. 相似矩阵的数学表达是𝐴 = 𝑃𝐵𝑃 −1，先说结论，相似矩阵指的是两个矩阵有一样的线性变换，只是基

向量不同而已。𝑃 和 𝑃 −1就是一对互逆运算。

矩阵的等价、相似与合同

1. 等价：𝐵 = 𝑃 𝐴𝑄
2. 相似：𝐵 = 𝑃 −1𝐴𝑃
3. 合同：𝐵 = 𝐶𝑇 𝐴𝐶

可以注意到，条件一次比一次苛刻，根据 𝑃 和𝑄的关系的不同，可以依次分类为等价、相似和合同，矩阵𝐴
和𝐵的关系也一次比一次密切。换句话讲𝐴转换为𝐵一次比一次容易。
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