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行列式的存在就是为了给线性方程组服务，注意，它的概念早于矩阵，故应该在学完向量后就学

习行列式，再学习矩阵。这样有利于对线性代数整个科目的理解。本章重点学习行列式的初等变

换和意义。二维行列式本质上是平行四边形的有向面积，这点就和向量的叉乘联系了起来。

行列式的定义

1. 行列式先于矩阵出现，因为行列式属于算术，是线性方程组的工具，而解方程组不需要矩阵的概念。

2. 行列式指的是行向量或者列向量构成的平行多面体的有向体积。

3. 行列式的计算和向量的叉积是一个概念。

4. 行列式是由一些数据排列形成的方阵经过规定的计算方法而得到的一个数，这点需要和矩阵区别开来，

矩阵是一个数表。行列式需要对这个数表按照规则进一步计算，最终得到一个实数，复数或者多项式

（含有未知数时）。𝑛阶行列式的计算如下：
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∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎11 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=𝑎11 ⋅
∣
∣
∣
∣

𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 … 𝑎𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
− 𝑎12 ⋅

∣
∣
∣
∣

𝑎22 𝑎23 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛3 … 𝑎𝑛𝑛

∣
∣
∣
∣
+

⋯ + (−1)𝑛+1𝑎1𝑛 ⋅
∣
∣
∣
∣

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛−1
⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛−1

∣
∣
∣
∣

= ∑
(𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑛)

(−1)𝑡𝑎1𝑗1
𝑎2𝑗2

⋯ 𝑎𝑛𝑗𝑛

5. 矩阵𝐴的行列式 det𝐴就是线性变换𝐴的图形面积或体积。

二阶行列式的几何意义

二阶行列式的几何意义 ∣𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣ = (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)是 𝑥𝑜𝑦平面上以行向量 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2)和 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2)为

邻边的平行四边形的有向面积（此处有点废话，因为这是叉积的定义）。下面给出证明过程：

在二维几何空间 ℝ2中取得一个直角坐标系 {0; 𝑒1, 𝑒2}，设 𝑎 = 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2和 𝑏 = 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2，则以 𝑎和
𝑏为边的四边形面积为：

𝑆(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 sin < 𝑎, 𝑏 >

其中：

1. 𝑎 = √𝑎2
1 + 𝑎2

2，𝑏 = √𝑏2
1 + 𝑏2

2
2. 𝑎𝑏 sin < 𝑎, 𝑏 >= sin(𝛼 − 𝛽) = sin𝛼 cos𝛽 − cos𝛼 sin𝛽 = 𝑎1

𝑎
𝑏2
𝑏 − 𝑎2

𝑎
𝑏1
𝑏 = 𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1

𝑎𝑏

综上 𝑆(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 sin < 𝑎, 𝑏 >得以证明，即二阶行列式是平行四边形的有向面积，也是两个向量的外积。

二阶行列式性质的几何解释

此处图形请参考任广千老师的图解线性代数。

性质一：

𝑘 ∣𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣ = ∣𝑘𝑎1 𝑘𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣
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两个行向量 𝑎和 𝑏所组成的平行四边形的 𝑘倍面积等于这样两个向量 𝑘𝑎和 𝑏所组成的平行四边形面积，即：
𝑆(𝑘𝑎, 𝑏) = 𝑘𝑆(𝑎, 𝑏)

性质二：叉积分配律

∣ 𝑎1 𝑎2
𝑏1 + 𝑐1 𝑏2 + 𝑐2

∣ = ∣𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣ + ∣𝑎1 𝑎2
𝑐1 𝑐2

∣

一个行列式可以通过拆分为某一行向量而得到两个行列式之和：𝑆(𝑎, 𝑏 + 𝑐) = 𝑆(𝑎, 𝑏) + 𝑆(𝑎, 𝑐)

性质三：

∣ 𝑎1 𝑎2
𝑘𝑎1 𝑘𝑎2

∣ = 0

显然两个向量 𝑎和 𝑘𝑎重线，即组成的平行四边形面积为 0

性质四：

∣𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣ = − ∣𝑏1 𝑏2
𝑎1 𝑎2

∣

显然根据外积定义：𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎

性质五：切换

∣𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣ = ∣ 𝑎1 𝑎2
𝑏1 + 𝑘𝑎1 𝑏2 + 𝑘𝑎2

∣

在同一平面上，两个平行四边形的底高分别相同，则面积相等。此性质相当于将原平行四边形扭转了一定的

角度，面积不变。

性质六：转置

∣𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

∣ = ∣𝑎1 𝑏2
𝑎2 𝑏2

∣

即转置前后所组成的平行四边形面积相等。
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