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和分布公式（卷积公式）

设 (𝑋, 𝑌 )的概率密度为 𝑓(𝑥, 𝑦)，则 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 仍为连续型随机变量，其概率密度为：

𝑓𝑍(𝑧) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑧 − 𝑥)⏟⏟⏟⏟⏟
联合分布

𝑑𝑥
𝑋,𝑌独立

⟹ ∫
+∞

−∞
𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

边缘分布乘积

𝑑𝑥

𝑓𝑍(𝑧) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑧 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑦

𝑋,𝑌独立
⟹ ∫

+∞

−∞
𝑓𝑋(𝑧 − 𝑦)𝑓𝑌 (𝑦)𝑑𝑦

证明

𝐹𝑍(𝑧) = ∫𝑧
−∞ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧，所以目的是凑出 ∫𝑧

−∞ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧的形式。按照定义法 𝐹𝑍(𝑧)：

𝐹𝑍(𝑧) = 𝑃 {𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑍} = 𝑃{𝑋 + 𝑌 ∈ 𝐺} = ∬
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝐺 ∶ 𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑍

以 𝑥为基准积分：

∫
+∞

−∞
[∫

𝑧−𝑦

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥] 𝑑𝑦
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其中 𝑦, 𝑧 为常数。接下来开始最重要的内容，凑出 ∫𝑧
−∞ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 的形式，令 𝑥 = 𝑢 − 𝑦，则 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢，

𝑥 → −∞ ⇒ 𝑢 → −∞，𝑥 = 𝑧 − 𝑦 ⇒ 𝑢 = 𝑧，则：

∫
+∞

−∞
[∫

𝑧−𝑦

−∞
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥] 𝑑𝑦

= ∫
+∞

−∞
[∫

𝑧

−∞
𝑓(𝑢 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑢] 𝑑𝑦,将变量替换为 u，和 x已经无关系

= ∫
𝑧

−∞
[∫

+∞

−∞
𝑓(𝑢 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑦] 𝑑𝑢

= ∫
𝑧

−∞
[∫

+∞

−∞
𝑓(𝑧 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑦] 𝑑𝑧

即：𝑓𝑍(𝑧) = ∫+∞
−∞ 𝑓(𝑧 − 𝑦, 𝑦)𝑑𝑦。同理：𝑓𝑍(𝑧) = ∫+∞

−∞ 𝑓(𝑥, 𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥

例子

假设 (𝑋, 𝑌 )互相独立，都服从𝑁 ∼ (0, 1)分布，概率密度为：

𝑓𝑋(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎𝑒− 𝑥2

2 𝑓𝑌 (𝑦) = 1√
2𝜋𝜎𝑒− 𝑦2

2

求 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 的概率密度。
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𝑓𝑍(𝑧) = ∫
+∞

−∞
𝑓(𝑥, 𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥

= ∫
+∞

−∞
𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥

= ∫
+∞

−∞

1√
2𝜋𝑒− 𝑥2

2
1√
2𝜋𝑒− (𝑧−𝑥)2

2 𝑑𝑥

= 1
2𝜋𝑒− 𝑧2

2 ∫
+∞

−∞
𝑒(−𝑥2+𝑥𝑧)𝑑𝑥

= 1
2𝜋𝑒− 𝑧2

2 ∫
+∞

−∞
𝑒−(𝑥− 𝑧

2 )2+ 𝑧2
4 𝑑𝑥

= 1
2𝜋𝑒− 𝑧2

4 ∫
+∞

−∞
𝑒−(𝑥− 𝑧

2 )2𝑑𝑥

= 1
2𝜋𝑒− 𝑧2

4 ∫
+∞

−∞
𝑒−(𝑥− 𝑧

2 )2𝑑𝑥

= 1
2𝜋𝑒− 𝑧2

4 ∫
+∞

−∞
𝑒−𝑡2𝑑𝑡, (𝑡 = 𝑥 − 𝑧

2)

= 1
2√𝜋𝑒− 𝑧2

4 , (∫
+∞

−∞
𝑒−𝑥2𝑑𝑥 = √𝜋)

= 1√
2𝜋

√
2

𝑒− (𝑧−0)2
2(

√
2)2

即：若 (𝑋, 𝑌 )独立，则之和仍为正态分布，新的正态分布服从：

𝑍 = 𝑋 + 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎2
1 + 𝜎2

2)
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